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Permutoassociaédres d’arbres binaires étiquetés

Jean Marcel Pallo (France)

Résumé. On généralise aux arbres binaires étiquetés par des entiers
relatifs les treillis de rotation des arbres binaires, plus connus sous le

nom de treillis de Tamari. L’introduction d’une involution sur ces
arbres, i.e. d’une permutation des deux sous-arbres de la racine,

permet d’obtenir des diagrammes cohérents.

1. Introduction

Les treillis de Tamari ont été intensivement étudié cette derniere
décennie (voir de nombreuses références dans [18]). Ils ont été introduit
initialement pour caractériser une loi demi-associative sur des mots bien
parenthésés [4]. Or ces mots sont en bijection avec les arbres binaires et
les triangulations de polygones convexes [5], [21]. La transformation sur les
arbres binaires qui correspond 4 cette loi demi-associative est la rotation [7,
p. 461]. Sur les triangulations, c’est 'opération qui consiste & enlever une
diagonale et a rajouter la diagonale qui subdivise le quadrilatére obtenu
de facon opposée [16], [21]. Les treillis de Tamari des arbres binaires ont
été généralisé aux arbres ternaires dans [17]. Les treillis de Tamari des
triangulations ont été généralisé dans [3], [19]. On généralise ici les treillis
de Tamari des arbres binaires aux arbres binaires étiquetés par des entiers
relatifs. On définit sur ces arbres une rotation qui est un cas particulier
d’association relativement associative [20]. Puis on introduit une involution
qui consiste a permuter les sous-arbres gauche et droit de la racine de ces ar-
bres. On retrouve cette opération en physique théorique sous 'appellation
de " twist” [1], [10]. On montre que 'on obtient des diagrammes cohérents
au sens de la théorie des catégories, i.e. que ces diagrammes commutent
lors des différentes applications de rotation et d’involution [8], [9].
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2. Notations et définitions

La classe des arbres binaires ordonnés enracinés B est définie récur-
sivement sous forme polonaise par B = O + ()BB. Les noeuds internes
de arité 2 sont notés (). Les noeuds externes ou feuilles, de arité 0, sont
notées 0. On adopte dans toute la suite cette notation polonaise (dite aussi
notation linéaire) pour des raisons de concision d’écriture. Donc tout arbre
T € B s'écrit de fagon unique 7' = ()TcTp ou T (resp. Tp) est le sous-
arbre gauche (resp. droit) de sa racine. Le poids |T| d’un arbre T € B est
le nombre de ses feuilles. Soit B,, I'ensemble des arbres binaires de poids
n+1. Les feuilles de T' € B,, sont numérotées de gauche a droite de 1 A n+1.
On appelle peigne gauche d’ordre n l'arbre de B,, dont tous les n noeuds
internes ont un sous-arbre droit réduit & une feuille. Etant donné T € B,
la w-suite de T, notée wr = (wp (1), wr(2),...,wr(n)), est la suite d’entiers
telle que wr (i) est le poids du plus grand sous-arbre de T' se terminant en la
feuille numéro i. On a toujours wr(1) = 1. On omet wr(n + 1) car toujours
égal a n+ 1.

La classe des arbres binaires étiquetés C est la classe des arbres binaires
dont chaque noeud interne est étiqueté par un entier relatif. Si 7' € C, on
peut écrire T = (p)ToTp out p € Z. Soit C,, la classe des arbres de C de poids
n+1. Si T € C,, on note sq(T) € B, le squelette de T, i.e. I'arbre de B,
obtenu en effagant toutes les étiquettes de 7. Voir un exemple sur la figure
L.

La classe des arbres binaires doublement étiquetés D est la classe des
arbres binaires dont chaque noeud interne est étiqueté par un entier relatif
et chaque feuille est étiquetée par une lettre d'un alphabet A = {z,y, 2,...}.
Soit D,, la classe des arbres de D de poids n + 1. Si T € D,,, on note m(7T)
le mot associé a T, i.e. le mot formé des lettres de A obtenu en lisant la
notation polonaise de 7" de gauche a droite. Le squelette sq(T) de T' se
définit comme précédemment.

3. Rotations

Définition 1. Etant donnésT,T' € C,, on dit que T' est obtenu a partir
de T par une rotation (et on note T — T') si pour obtenir T' on substitue
a un sous-arbre de T de la forme (p)T)(q)T>T5 le sous-arbre (p+ q)(p)T1T>T3
ou p,q € Z.

La rotation inverse est notée <—. Donc T <— T' si on substitue au
sous-arbre (r)(s)T1T>T3 de T le sous-arbre (s)Ti(r — s)T>T5. On note =3
la fermeture réflexive et transitive de — et «+—»=-"3 U «+— sa fermeture
symétrique. Voir un exemple sur la figure 1. Lorsque les arbres ne sont pas
étiquetés (ou bien lorsque tous les entiers sont pris égaux a 0), on retrouve
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la définition classique de la rotation sur B,. Rappelons le résultat suivant
[12]:

Théoréme 1. Si T,T' € B, alors T = T' ssi wr(i) < wy (i) pour tout
i € [1,n]. De plus (B,,,—) est un treillis et la w—suite de T AT' se calcule
par wrar (i) = min(wy (i), wr (i) pour tout i € [1,n].

Voir [14], [16] pour le calcul de Tv 7’. On a démontré dans [13] le
critére récursif suivant:

Théoréme 2. Si T,T' € Cy, alors T = (p)TcTp — T' = (q)TLT}, ssi
on a soit:
(i) Tec —> T, Tp — T}, et p = q soit
(ii) il existe S € C tel que Tp — (g — p)ST}, et (DTS — Tf.

Appelons associaedre A, (T') le diagramme obtenu a partir de T € C,, en
effectuant toutes les rotations possibles. Afin d’obtenir une figure concise
pour A4(T), on définit les 14 arbres de C,; par:

T = {p)q)O{r)O(s)00

Ty = (p)D{q + r){g)D0(s)00

T = (p)O{q)O(r + s)(r)DOO

Ts = (p + q){p)00(r)0(s)00

Ty = (p)O{q + r + s){(q)T(r)00O0O

Ts = (p+ ¢){(p)DO(r + s)(r)0OOO

Ts = (p)O{q + 7 + s){q + r){(¢)DOOO

Tr = (p+ q + r)(p)D{(q)D0(s)00O

Tz = (p+q+r+ s)(p)O(¢)O(r)OOO

Ty ={p+q+7+s)p)D{g+r){(q) D000

Tio = (p+q+r+s)p+q)(p)O0(r)0OO

T = (p+q+r)(p+¢)(p)DO0O(s)O0
Tio={p+q+7+s)p+q+r)(p)0{g)D0OOO
T3 =(p+q+r+s{p+q+r)p+q){p)DOO0ODO

Montrons maintenant le résultat de cohérence suivant:

Théoréeme 3. Un arbre T € C, étant donné, ’associaédre A,(T) est
cohérent, i.e. il ne peut exister dans A,(T) deuz arbres T' et T" (donc T +—
T' <+~ T") de squelettes identiques mais avec des étiquettes différentes:
sq(T") = sq(T") et T" #T".
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Preuve. Par récurrence sur n. Voir les associaedres de A3(T) et A4(T)
sur les figures 2 et 3. Supposons que pour n > 5on ait T = (p)TeTp — T' =
(VTET et T = (p)TeTp — T" = {¢")T"cT" p dans Cy,, avec sq(T") = sq(T")
et 7" #T". On a donc sq(Tf;) = sq(T"g) et sq(T}) = sq(T" p).

Appliquons le Théoréme 2. Si T — TL, Tp — Th, p=¢q et Te — T"g,
Tp —— T"p, p = q" alors de sq(T}) = sq(T"c) et sq(T}p) = sq(T" p) on déduit
par récurrence T, = T"q et Tj, = T"p d’ou la contradiction. Si T Sy TG,
Tp — T}, p=¢', il ne peut exister S” € C tel que Tp — (¢" — p)S"T"p et
(p)TS" — T"g car sq(T},) = sq(T" p) impliquerait |S"| = |Tp| — |T"p| = 0.
Supposons maintenant qu’il existe S’,5” € C tels que (p)TeS' — T,
(P)TaS" = T, Tp = (¢ — p)S'Th et Tp — (¢" — p)S"T"p. Notons
pg(T},) € C Varbre tel que T}, — pg(T}) et sq(pg(Th)) soit un peigne
gauche. pg(T},) est unique car I’hypothese de récurrence s’applique puisque
|Tp| < n. Sion avait T}, # T"p, on aurait alors dans A(Tp) deux ar-
bres (¢' — p)pg(S")pg(Tp) et (¢" — p)pg(S")pg(T" p) de squelettes identiques
mais différents car pg(T},) # pg(T"p), ce qui est contraire & I’hypothese
de récurrence. Donc on obtient Tj, = T"p. On a alors soit ¢’ # ¢" soit
Tt # T"g. Considérons les deux arbres (¢’ — p)pg(S")T}, et (¢" —p)pg(S")Tp,
tous deux dans A(Tp). Si ¢ # ¢”, ces deux arbres ont méme squelette mais
sont différents. Si T}, # T"q, alors S' # S” puisque sq(T¢;) = sq(T"q) et
donc pg(S') # pg(S"”). La conclusion est identique et on obtient dans les
deux cas une contradiction. O

Corollaire 1. Pout tout n, (C,,—) est un treillis.

Preuve. Résulte de ce que si T € C,, le squelette de A,(T)
est le nfm¢ treillis de Tamari (Théoréeme 1) et de ce que A,(T) est
cohérent (Théoreme 3). Pour calculer T'A T’ pour T,T" € C,, on calcu-
le wyg(rar)y = min(wgg(r), Wsq(7v)) Puis on calcule les étiquettes de T AT’
par identification. Par exemple, si T' = (p)0(q)0(s — q){t — ¢){r — ¢)00O0OO
et 7' = (p+ r)(p + ¢)(p)0O0O0O(s — r)(t — r)00O0, alors wr = (1,1,1,2,3),
wp = (1,2,3,1,2) et donc wrar = (1,1,1,1,2). Le calcul des étiquettes
donne: wrar = (p)O(g)O(r — ¢)O(s — r)(t — r)DO0O.

4. Involutions

Définition 2. FEtant donnés T,T' € D,, on dit que T' est obtenu a
partir de T par une involution si T' = (—p)TpTe lorsque T = (p)TcTp.-

Remarquons que seules les permutations a la racine des sous-arbres
gauche et droit sont autorisées. Dans un arbre, on ne peut donc pas per-
muter les sous-arbres d’un noeud interne qui n’est pas racine de cet ar-
bre. Appelons permutoassociaedre P,(T) le diagramme obtenu & partir de
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T € D, en effectuant toutes les rotations et involutions possibles (la termi-
nologie est inspirée de [6]). Afin la encore d’obtenir une figure concise pour
P3(T'), on définit les 20 arbres de D3 par:

T = (p)z{q)y(r)=t U= (q)y({r)z(-p—gq—r)tz
Ti = (p + q)(p)zy(r)zt Ur = (g +r){q)yz(-p—q -7tz
Ty = (p)x(g + r){q)y=t Uz = (q)y(—p — q)(r)ztz
=(p+q+r)(p) (9)yzt Us—( pXa@)y(r)ztz
=(p+q+r)p+q)(p)zyzt = (=p)(g + r){q)yztz
V=() (=p—gq—r)t(p)zy W=( p—q—nr)t{p)z(q)yz

ll

(=g = r){(~p— g — )tz(q)yz
(=p—q—r)t(p+ q)(p)zyz
(=r)(=p — g — r)t(p)zy=2

(=) (=g —1){—p—q—r)tzyz

Vi = (=p— q)(r)zt(p)zy
=(r)z(—qg—r)(-p—gq—r)tzy

V3 = (=g)(r)z(-p—q —r)tzy

Vi = (=q)(~p — g)(r)ztzy

Montrons ci-dessous un autre résultat de cohérence:

Théoréme 4. Un arbre T € D, étant donné, le permutoassociaédre
P,(T) est cohérent, i.e. il ne peut exister dans P,(T) deuz arbres différents
mais avec des squelettes et mots associés identiques.

Preuve. Par récurrence sur n. Voir les permutoassociaédres de P, (T')
et P3(T) sur les figures 4 et 5. Une rotation est symbolisée par un double
trait, une involution par un seul trait. Soit T € D, avec n > 4. Re-
marquons tout d’abord que tous les mots associés aux différents arbres de
Pn(T) se déduisent de m(T) par permutation circulaire. Supposons que
dans P, (T) il existe deux arbres T" et T" tels que T' # T", sq(T") = sq(T")
et m(T') = m(T"). Soit (I"\yryr+1 (resp. (I")yryk+1) le sous-arbre de poids 2
le plus & droite dans la notation polonaise de T" (resp. T"), avec I',l1" € Z
et yr,yrs1 € A. On peut toujours & partir de T' construire un arbre T dont
la notation polonaise contient le sous-arbre ([)yryr+1. En effet, si les deux
lettres yx et yryq sont adjacentes dans m(T') et si elles ne sont pas précédées
d’un noeud interne, alors on peut toujours en effectuant des rotations con-
struire un arbre 7' & partir de 7' dans lequel il y aura le sous-arbre (I)yxyx11-
Si les deux lettres y, et yry1 ne sont pas adjacentes dans m(7T), donc si
m(T) = yk+1-.-yk, des rotations permettront a partir de 7' de construire
T = (p"Yyr+1Th avec m(TL) = Y42 - - - Yk, Puis une involution unique nous
donnera T? = (—p')T}yk+1, et ensuite d’autres rotations a partir de 7
nous permettront d’obtenir 7' dont la notation polonaise se terminera par
(Dyryr+1- On a néeessairement [ = ' = " puisque par construction ni les
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involutions ni les rotations n’affectent 1’étiquette du sous-arbre de feuillage
YkYk+1- O1 donc on supprime dans 7,7, T" € D, le sous-arbre commun
()ykyr+1 pour le remplacer par une nouvelle lettre y, on obtiendra trois
arbres de T, "fz,j‘v” € D,_, vérifiant T',T" € P(T), T' # T", sq(T’) = sq(f”’)
et m(T") = m(T"). Ceci contredit I’hypothése de récurrence. O

5. Conclusion

On a généralisé les treillis de rotation aux arbres binaires étiquetés. En
occultant la structure d’ordre obtenue, 1’associaédre correspondant a été
utilisé en théorie des langages formels pour définir des langages réguliers
lorsque la concaténation n’est pas associative [11]. Si on consideére T € C,
avec des étiquettes toutes égales a 1, les étiquettes obtenues dans le peigne
gauche pg(T) de T donnent un codage des arbres de B, étudié dans [13]. On
peut définir une relation de distributivité sur les arbres binaires étiquetés
[2]. Peut-on alors trouver un modeéle d’involution qui permettrait d’obtenir
des diagrammes cohérents?

= (MB()(rD ( )(1Hooo 17 = (p)B(y + s)(g)(r)BO(t)000
Wy = (1.1,2,1.2) Wy = (1.1.2,1,4)

Fig. 1. Une rotation entre deux arbres de C;5 et leur w-suites
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N

T = (p)0(g)0(r)00
(n)O(q + 7){g)00O0O
(p + q){p)D0O(r)00

(p+q+r)p)0(q)DOO

S

(p+q+r){p+q){p)DOOD

Fig. 2. L’associaedre A3(T)

Fig. 3. L’associacdre A4(T)
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T = (p)r{q)y= (p+ q)p)ry>
(—pXq)yzz (=p = q)z(p)xy
(Qy(—p — q)2z (=q)(—=p — q)zay

Fig. 4. Le permutoassociaedre P,(T')

Fig. 5. Le permutoassociaedre P;(T)
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Permutoasociedri etiketiranih binarnih stabala

Jean Marcel Pallo

Sadrzaj

Mreze rotacija binarnih stabala, poznatije kao Tamarijeve mreze, se
generaliSu na binarna stabla, etiketirana cijelim relativnim brojevima.
Uvodjenje involucije na tim stablima, tj. permutacije dvaju podstabala
korijena, omoguéava dobijanje koherentnih dijagrama.
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